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概要

Tarskiによる実閉体の量化記号消去のアルゴリズムにより，実数体 R の 1 階理論 Th(R; 0, 1,+,×, <)

は決定可能であることが知られている．本稿では，Hilbertの第 10問題の決定不能性を利用して，言語に

正弦関数 sinを加えた Rの 1階理論 Th(R; 0, 1,+,×, <, sin)が決定不能になることを証明する．さらに，

使用可能な変数の個数を 1つに制限しても決定不能であることも示す．

Keywords: existential theory of the reals, L項 (L-term).

1 定義と背景

問題を正確に定義するために，数理論理学におけるいくつかの定義を導入する．ここでの定義が後の証明で

本質的に必要になるというわけではないので，興味のない読者は例 1.2まで読み飛ばしてほしい．

定義 1.1 (言語，項，論理式，構造). 言語 (language) Lとは，定数記号 ci，関数記号 fj，関係記号 Rk の

いくつかの集まり { ci | i ∈ I } ∪ { fj | j ∈ J } ∪ {Rk | k ∈ K }のことをいう．各関数記号 fj，関係記号 Rk

にはアリティ (arity)と呼ばれる正整数が定まっている．fj のアリティが nのとき fj を n項関数と呼び，Rk

のアリティが nのとき Rk を n項関係と呼ぶ．

Lを言語とする．L項 (L-term)とは，次のように帰納的に定義される概念である．

1. 任意の定数記号 c ∈ Lは L項である．

2. 任意の変数記号 xは L項である．

3. L項 t1, . . . , tn と n項関数記号 f ∈ Lに対し，f(t1, . . . , tn)は L項である．

4. 以上のように構成されるものだけが L項である．

L論理式 (L-formula)とは，次のように帰納的に定義される概念である．

1. L項 t1, t2 に対し，t1 = t2 は L論理式である．

2. L項 t1, . . . , tn と n項関係記号 R ∈ Lに対し，R(t1, . . . , tn)は L論理式である．

3. L論理式 φ,ψ と変数記号 xに対し，φ ∧ ψ,φ ∨ ψ,φ→ ψ,¬φ,∀xφ,∃xφも L論理式である．

4. 以上のように構成されるものだけが L論理式である．
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上で 1，2だけで構成される L論理式を原子論理式 (atomic formula)という．自由変数 (∀や ∃で指定されて
いない変数)を持たない L論理式を L文 (L-sentence)という．原子論理式に存在量化記号 ∃xをいくつかつ
けて得られる文を存在文 (existential sentence)という．

L = { ci | i ∈ I } ∪ { fj | j ∈ J } ∪ {Rk | k ∈ K } を言語とする．このとき L 構造 (L-structure)

M = (M ; cMi , fMj , RM
k )とは，集合M と，Lの各記号のM における解釈

• cMi ∈M，

• fMj : Mn →M (nは fj のアリティ)，

• RM
k ⊆Mn (nは Rk のアリティ)

の組のことをいう．

L文 φと L構造Mに対し，Mで φが成り立つことを

M |= φ

で表す．Mの full theory, existential theoryをそれぞれ

Th(M) := {φ: L文 | M |= φ },
Th∃(M) := {φ: L文かつ存在文 | M |= φ }

とおく．

例 1.2. LORing = {0, 1,−,+,×, <} とおく．ここで 0, 1 は定数記号，− は 1 項関数記号，+,× は 2 項

関数記号，< は 2 項関係記号である．LORing を順序環の言語という．R = (R; 0, 1,−,+,×, <) を LORing

構造とする．ここで各記号の解釈は，R の通常の零元，単位元，加法，乗法，順序と定める．同様に，
Q = (Q; 0, 1,−,+,×, <)を LORing 構造とする．このとき，LORing 文 ∃x[x× x = 1 + 1]を考えると，これ

は存在文であり，

R |= ∃x[x× x = 1 + 1], Q ̸|= ∃x[x× x = 1 + 1]

が成り立つ．以降はRや Qはそれぞれ単に R,Qと書く．また，x× xや 1 + 1は省略してそれぞれ x2, 2な

どと書く．

Lsin = LORing ∪ {sin}とおく．ここで sinは 1項関数記号である．sinを通常の正弦関数と解釈することに

より，Lsin 構造 Rsin = (R; 0, 1,−,+,×, <, sin)が定まる．

実は，Tarskiによる実閉体 (real closed field) の量化記号消去 (quantifier elimination)のアルゴリズムに

より，実数体の 1階理論 Th(R)は決定可能であることが知られている．

問題 1.3 (実数体の 1階理論 (first-order theory of the reals)).

Input: LORing 文 φ

Question: R |= φか？

定理 1.4 (Tarski [1], 1951). 実閉体の 1階理論 Th(R)は決定可能である．

証明については穴井・横山 [2]などの教科書も参照のこと．
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2 多変数の場合

実は，言語に sinを加えると実数の 1階理論 Th(Rsin)が決定不能になることが証明できる．

問題 2.1 (正弦関数を含む式の求根問題 (root-finding problem for expressions with the sine

function)).

Input: Lsin 項 t(x1, . . . , xn)

Question: ∃x1 ∈ R · · · ∃xn ∈ R[t(x1, . . . , xn) = 0]か？

定理 2.2 (cf. Richardson [3], Wang [4], [5, Section 9.2]). Rsin の existential theory Th∃(Rsin)は

決定不能である．より強く，問題 2.1は決定不能である．

証明. 仮に決定可能であったとすると，自然数に関する Hilbertの第 10問題 HTP(N)が決定可能になってし
まうことを示す．HTP(N)の決定不能性の証明については「Hilbertの第 10問題」[6]を参照のこと．

整数係数多項式 f(x1, . . . , xm) ∈ Z[x1, x2, . . . ]を任意にとり，次のような存在文を考える:

∃χ1 · · · ∃χm∃ψ∃ω[f(χ2
1, . . . , χ

2
m)2 + (7ψ2 + ω2 − 1)2 + sin2(3 + ψ2)

+ sin2((3 + ψ2)χ2
1) + · · ·+ sin2((3 + ψ2)χ2

m) = 0]. (1)

このとき，
∃(x1, . . . , xm) ∈ Nm[f(x1, . . . , xm) = 0] ⇐⇒ R |= (1)

となることを示す．

(=⇒) f(x1, . . . , xm) = 0の自然数解 (x1, . . . , xm) ∈ Nm をとる．このとき，

χ1 :=
√
x1, . . . , χm :=

√
xm, ψ :=

√
π − 3, ω :=

√
22− 7π

とおけば (1)が成り立つことがわかる．

(⇐=) (1)が成り立つと仮定すると，次の連立方程式
f(χ2

1, . . . , χ
2
m) = 0, (2a)

7ψ2 + ω2 − 1 = 0, (2b)

sin(3 + ψ2) = 0, (2c)

sin((3 + ψ2)χ2
1) = · · · = sin((3 + ψ2)χ2

m) = 0 (2d)

の解 (χ1, . . . , χm, ψ, ω) ∈ Rm+2 が存在する．このとき (2c)よりある自然数 k ≥ 1によって 3 + ψ2 =

kπ の形に書ける．一方，(2b)より ψ2 ≤ ψ2 + ω2/7 = 1/7だから 3 + ψ2 = π でなければならない．

よって (2d)より (χ2
1, . . . , χ

2
m) ∈ Nm となり，これが (2a)の自然数解を与えている．

3 1変数の場合

Lsin 項について，出現する変数の個数を 1つに制限しても決定不能であることを示す．

問題 3.1 (正弦関数を含む 1変数の式の求根問題 (root-finding problem for unary expressions with

the sine function).
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Input: x以外の変数を含まない Lsin 項 t(x)

Question: ∃x ∈ R[t(x) = 0]か？

定理 3.2 (Laczkovich [7], 2003 (cf. Wang [4])). 問題 3.1は決定不能である．

証明. 所属判定問題が決定不能になるような c.e.集合 H0 ⊆ Nをとる．MRDP定理より，ある整数係数多項

式 P0(y, x1, . . . , xm)が存在して

H0 = { y ∈ N | ∃(x1, . . . , xm) ∈ Nm[P0(y, x1, . . . , xm) = 0] }

となる．Lagrangeの四平方和定理より，n := 4m,P (y, x1, . . . , xm) := P0(y, x
2
1 + x22 + x23 + x24, . . . , x

2
m−3 +

x2m−2 + x2m−1 + x2m)とおき，さらに

H := { y ∈ Z | ∃(x1, . . . , xn) ∈ Zn[P (y, x1, . . . , xn) = 0] }

とおけば H ∩ N = H0 だから，H の所属判定問題も (入力の範囲が広くなったので)決定不能である．

P (y, x1, . . . , xn) の変数 x1, . . . , xn に関する斉次化を Q(y, x0, x1, . . . , xn) とする．このとき

Q(y, 1, x1, . . . , xn) = P (y, x1, . . . , xn) となっている．Q の x0, x1, . . . , xn に関する総次数を d とお

く．自然数 N を

(π − 3)N <
1

2(n+ 1)

が成り立つ程度に十分大きくとり，

S(y, x0, x1, . . . , xn) := Q(y, x0, x1, . . . , xn)
2 + (x0 − 3)2N ,

hi(y, x0, x1, . . . , xn) :=
∂S

∂xi
(y, x0, x1, . . . , xn) (i = 0, 1, . . . , n)

とおく．

主張 3.3. 各 i = 0, 1, . . . , nに対し，ある整数係数多項式 gi(y, x0, x1, . . . , xn) ∈ Z[y, x0, . . . , xn]が存在し
て次を満たす．

1. 任意の (y, x0, x1, . . . , xn) ∈ Rn+2 に対して gi(y, x0, x1, . . . , xn) ≥ 1，

2. 任意の (y, x0, x1, . . . , xn) ∈ Rn+2 と任意の (t0, t1, . . . , tn) ∈ [−2, 2]n+1 に対して

|hi(y, x0 + t0, x1 + t1, . . . , xn + tn)| ≤ gi(y, x0, x1, . . . , xn).

主張の証明. 単項式の和に展開して hi(y, x0, x1, . . . , xn) =
∑

α,β0,β1,...,βn
cyαxβ0

0 x
β1

1 · · ·xβn
n (ただしここで

c = cα,β0,β1,...,βn
∈ Z)とする．このとき

gi(y, x0, x1, . . . , xn) := 1 +
∑

α,β0,β1,...,βn

|c| (y2 + 1)α(x20 + 3)β0(x21 + 3)β1 · · · (x2n + 3)βn
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とおくと，明らかに gi(y, x0, x1, . . . , xn) ≥ 1で，さらに

|hi(y, x0 + t0, x1 + t1, . . . , xn + tn)|

≤
∑

α,β0,β1,...,βn

|c| · |y|α |x0 + t0|β0 |x1 + t1|β1 · · · |xn + tn|βn

≤
∑

α,β0,β1,...,βn

|c| (y2 + 1)α(|x0|+ |t0|)β0(|x1|+ |t1|)β1 · · · (|xn|+ |tn|)βn

≤
∑

α,β0,β1,...,βn

|c| (y2 + 1)α(x20 + 1 + 2)β0(x21 + 1 + 2)β1 · · · (x2n + 1 + 2)βn

< 1 +
∑

α,β0,β1,...,βn

|c| (y2 + 1)α(x20 + 3)β0(x21 + 3)β1 · · · (x2n + 3)βn

= gi(y, x0, x1, . . . , xn)

となる．

sinxi を含む関数 F を

F (y, x0, x1, . . . , xn) := 4(n+ 1)2

(
S(y, x0, x1, . . . , xn) +

n∑
i=0

gi(y, x0, x1, . . . , xn) sin
2 xi

)

と定める．

主張 3.4. 集合 HF<1,HF≤1 をそれぞれ

HF<1 := { y ∈ Z | ∃(x0, x1, . . . , xn) ∈ Rn+1[F (y, x0, x1, . . . , xn) < 1] },
HF≤1 := { y ∈ Z | ∃(x0, x1, . . . , xn) ∈ Rn+1[F (y, x0, x1, . . . , xn) ≤ 1] }

と定めると，HF<1 = HF≤1 = H となる．

主張の証明. HF<1 ⊆ HF≤1 は明らか．H ⊆ HF<1 を示す．任意に y ∈ H をとる．このときある

(k1, . . . , kn) ∈ Zn が存在して P (y, k1, . . . , kn) = 0が成り立つ．ここで

x0 := π, x1 := πk1, . . . , xn := πkn

とおくと

F (y, x0, x1, . . . , xn) = 4(n+ 1)2

(
Q(y, π, πk1, . . . , πkn)

2 + (π − 3)2N +

n∑
i=0

gi(y, π, πk1, . . . , πkn)
2 · 0

)
= 4(n+ 1)2π2dQ(y, 1, k1, . . . , kn)

2 + 4(n+ 1)2(π − 3)2N

= 4(n+ 1)2π2dP (y, k1, . . . , kn)
2 + (2(n+ 1)(π − 3)N )2

< 0 + 12 = 1

となるので y ∈ HF<1 となる．

次に，HF≤1 ⊆ H を示す．任意に y ∈ HF≤1 をとる．このとき，ある (x0, x1, . . . , xn) ∈ Rn+1 が存在して

F (y, x0, x1, . . . , xn) ≤ 1が成り立つ．各 i = 0, 1, . . . , nに対し，|πki − xi| ≤ π/2となるような整数 ki ∈ Z
がとれる．任意の X ∈ [0, π/2]に対し，X/2 ≤ 2X/π ≤ sinX が成り立つので，X = |πki − xi|とおけば

1

2
|πki − xi| ≤ sin |πki − xi| = sin |xi| = |sinxi| (3)
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となる．よって，各 i = 0, 1, . . . , nに対して

1 ≥ F (y, x0, x1, . . . , xn)

≥ 4(n+ 1)2
n∑

i=0

gi(y, x0, x1, . . . , xn)
2 sin2 xi

≥ 4(n+ 1)2gi(y, x0, x1, . . . , xn)
2 sin2 xi

だから，両辺の平方根をとると

1 ≥ 2(n+ 1) |gi(y, x0, x1, . . . , xn)| · |sinxi|

となり，よって

|gi(y, x0, x1, . . . , xn)| · |sinxi| ≤
1

2(n+ 1)
(4)

が成り立つ．関数 S̃ : [0, 1] → Rを

S̃(s) := S(y, (1− s)x0 + sπk0, (1− s)x1 + sπk1, . . . , (1− s)xn + sπkn)

とおくと，平均値の定理からある定数 c ∈ [0, 1]が存在して

S̃(1)− S̃(0) =
dS̃

ds
(c) · (1− 0)

=

n∑
i=0

∂S

∂xi
(y, (1− s)x0 + sπk0, . . . , (1− s)xn + sπkn)

∣∣∣∣
s=c

· d

ds
((1− s)xi + sπki)

∣∣∣∣
s=c

=

n∑
i=0

hi(y, (1− c)x0 + cπk0, . . . , (1− c)xn + cπkn) · (−xi + πki)

=

n∑
i=0

hi(y, x0 + c(πk0 − x0), . . . , xn + c(πkn − xn)) · (πki − xi)

となる．ci := c(πki − xi)とおくと，式 (3)より ci ∈ [−π/2, π/2] ⊆ [−2, 2]である．さらに主張 3.3，式 (4)

と合わせると

|S(y, πk0, πk1, . . . , πkn)− S(y, x0, x1, . . . , xn)| =

∣∣∣∣∣
n∑

i=0

hi(y, x0 + c0, . . . , xn + cn) · (πki − xi)

∣∣∣∣∣
≤

n∑
i=0

|hi(y, x0 + c0, . . . , xn + cn)| · |(πki − xi)|

≤
n∑

i=0

gi(y, x0, . . . , xn) · 2 |sinxi|

≤
n∑

i=0

2

2(n+ 1)
≤ 1

を得る．よって 1 ≥ F (y, x0, x1, . . . , xn) ≥ 4(n+ 1)2S(y, x0, x1, . . . , xn)と合わせて

|S(y, πk0, πk1, . . . , πkn)| ≤ |S(y, πk0, πk1, . . . , πkn)− S(y, x0, x1, . . . , xn)|+ |S(y, x0, x1, . . . , xn)|

≤ 1 +
1

4(n+ 1)2
< 2
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となる．よって

(πk0 − 3)2N ≤ Q(y, πk0, πk1, . . . , πkn)
2 + (πk0 − 3)2N

≤ S(y, πk0, πk1, . . . , πkn) < 2

となるが，k0 ∈ Zだったから k0 = 1でなければならない．以上より

π2dP (y, k1, . . . , kn)
2 = π2dQ(y, 1, k1, . . . , kn)

2 = Q(y, πk0, πk1, . . . , πkn)
2 < 2

となるが，P (y, k1, . . . , kn) ∈ Zだから P (y, k1, . . . , kn) = 0でなければならない．よって y ∈ H となる．

次に，関数 t 7→ (t sin t2, t sin t4, . . . , t sin t2n)の Rn における像が稠密であることを示す．

主張 3.5. 任意の x1, . . . , xn ∈ R, δ > 0,K > 0に対し，ある t > K が存在して，各 i = 1, . . . , nに対し∣∣xi − t sin t2i
∣∣ < δ

となる．

証明. nに関する帰納法で示す．n = 1のときは，lim supt→∞ t sin t2 = ∞, lim inft→∞ t sin t2 = −∞と中間
値の定理からわかる．

n ≥ 2とする．0 < δ < 1,K > 1であるとしてよい．δ′ := δ/2とK ′ := K + 22n+1π/δ + |xn|に対して帰
納法の仮定を用いると，ある u > K ′ が存在して，各 i = 1, . . . , n− 1に対して∣∣xi − u sinu2i

∣∣ < δ′ = δ/2

が成り立つ．ここで

v := u+
δ

8n(u+ 1)2n−2

とおくと u ≤ v ≤ u+ 1であり，任意の t ∈ [u, v]と i = 1, . . . , n− 1に対して∣∣t sin t2i − u sinu2i
∣∣ ≤ ∣∣t sin t2i − t sinu2i + t sinu2i − u sinu2i

∣∣
≤
∣∣t(sin t2i − sinu2i)

∣∣+ |t− u|
∣∣sinu2i∣∣

中間値の定理よりある c ∈ [u, t]が存在して
∣∣sin t2i − sinu2i

∣∣ ≤ |cos c| ·
∣∣t2i − u2i

∣∣ ≤ t2i − u2i となるので

≤ t(t2i − u2i) + (v − u) · 1

≤ (u+ 1)(v2i − u2i) +
δ

8n(u+ 1)2n−2

≤ (u+ 1)(v2i−1 + v2i−2u+ · · ·+ u2i−1)(v − u) +
δ

8

≤ (u+ 1)2i(u+ 1)2i−1 δ

8n(u+ 1)2n−2
+
δ

8

≤ δ

4
+
δ

8
<
δ

2

となる．よって ∣∣xi − t sin t2i
∣∣ ≤ ∣∣xi − u sinu2i

∣∣+ ∣∣u sinu2i − t sin t2i
∣∣ < δ

2
+
δ

2
= δ
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を得る．ここで u > K ′ > |xn|であることと

v2n =

(
u+

δ

8n(u+ 1)2n−2

)2n

≥ u2n + 2n · u2n−1 · δ

8n(u+ 1)2n−2

> u2n +
δ

4
· u2n−1

(u+ 1)2n−2

> u2n +
δ

4
· u2n−1

(2u)2n−2

= u2n +
δ

4
· u

22n−2

> u2n +
δ

4
· 2

2n+1π/δ

22n−2

= u2n + 2π

を合わせると，t sin t2n = xn となる t ∈ [u, v]がとれることがわかる．

ここで

f(y, x) := 1− F (y, x sinx2, x sinx4, . . . , x sinx2n+2),

Hf>0 := { y ∈ Z | ∃x ∈ R[f(y, x) > 0] },
Hf=0 := { y ∈ Z | ∃x ∈ R[f(y, x) = 0] }

とおき，Hf>0 = Hf=0 = H であることを示す．

(Hf>0 ⊆ H) 明らかに Hf>0 ⊆ HF<1 であり，主張 3.4から HF<1 = H なのでよい．

(H ⊆ Hf>0) 主張 3.4 より，HF<1 ⊆ Hf>0 を示せば十分である．任意に y ∈ HF<1 をとると，ある

x0, x1, . . . , xn ∈ Rが存在して F (y, x0, x1, . . . , xn) < 1となる．このとき，F の連続性からある δ > 0

が存在して，|x0 − z0|+ |x1 − z1|+ · · ·+ |xn − zn| < δ を満たす任意の (z0, z1, . . . , zn) ∈ Rn+1 に対

して 1− F (y, z0, z1, . . . , zn) > 0が成り立つ．よって δ/(n+ 1)に対して主張 3.5を適用すれば，ある

t ∈ Rが存在して各 i = 1, . . . , n+1に対し
∣∣xi−1 − t sin t2i

∣∣ < δ/(n+1)が成り立つので，f(y, t) > 0

を得る．

(Hf=0 ⊆ H) 明らかに Hf=0 ⊆ HF≤1 であり，主張 3.4から HF≤1 = H だからよい．

(Hf>0 ⊆ Hf=0) 任意に y ∈ Hf>0 をとると，ある u ∈ Rが存在して f(y, u) > 0となる．F の定義より任

意の (x0, x1, . . . , xn) ∈ Rn+1 に対し F (y, x0, x1, . . . , xn) ≥ (x0 − 3)2N だから，任意の x ∈ Rに対し

f(y, x) ≤ 1− (x sinx2 − 3)2N

が成り立つ．特に x = 0のとき f(y, 0) ≤ 1− 9N < 0となる．よって，中間値の定理より f(y, x) = 0

となるような x ∈ Rが存在する．

以上より，H の所属判定問題が決定不能であることより Hf=0 の所属判定問題も決定不能になる．すなわち，

与えられた y ∈ Zに対し，f(y, x) = 0となる x ∈ Rが存在するかどうかは決定不能である．

注意 3.6. 上の証明から Hf>0 の所属判定問題も決定不能なので，与えられた 1変数の Lsin 項 t(x)が常に

負の値をとるかどうか (同様に，常に正の値をとるかどうか)という問題も決定不能であることがわかる．
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