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概要

Collatz予想 (または角谷予想，3x+1問題などとも呼ばれる)とは，「偶数なら 2で割り，奇数なら 3倍

して 1を足す」という操作を繰り返すと，どんな正の整数から始めてもいずれ 1に辿り着くという予想で

ある．この予想そのものは未解決であるが，実はこれを拡張した一般化 Collatz問題という決定問題は決定

不能であることが知られている．本稿ではまず vector game, fraction gameという決定問題が決定不能で

あることを証明し，それを利用して一般化 Collatz問題の決定不能性を導く．

Keywords: Collatz 予想 (Collatz conjecture), 一般化 Collatz 問題 (generalized Collatz problem),

vector game, fraction game, rational game, Fractran.

本稿では Nは非負整数の全体の集合を表すものとする．よって特に 0 ∈ Nである．

1 Fraction Game

本節の証明ではMinsky機械が Turing完全であることを用いる．Minsky機械の定義は「カウンター機械

(レジスター機械)」[1]を参照のこと．

問題 1.1 (vector game).

Input: 非負整数 d, n ∈ Nと有限個の d次元ベクトルのリスト v1, v2, . . . , vk ∈ Zd

Question: v = (n, 0, . . . , 0) ∈ Zd に対し，

v + vi ∈ Nd を満たすような最初の vi を v に加算する*1 (∗)

という操作を無限に繰り返すことはできるか？

例 1.2. d = 2, n = 7, v1 = (−4, 1), v2 = (−2, 0), v3 = (3,−1)とおく．v = (n, 0) = (7, 0)から開始する．

初めに，v+ v1 = (7, 0) + (−4, 1) = (3, 1) ∈ N2 なので v = (3, 1)である．次に，v+ v1 = (3, 1) + (−4, 1) =

(−1, 2) ̸∈ N2 だが，v + v2 = (3, 1) + (−2, 0) = (1, 1) ∈ N2 なので v = (1, 1)である．以下同様に繰り返すと

(7, 0)
+v1−−→ (3, 1)

+v2−−→ (1, 1)
+v3−−→ (4, 0)

+v1−−→ (0, 1)
+v3−−→ (3, 0)

+v2−−→ (1, 0)

となり，これ以上操作 (∗)を適用することはできないので停止する．

∗ http://iso.2022.jp/

*1 i0 := min{ i | v + vi ∈ Nd }とおき，v に vi0 を加えるという意味．
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一方，d = 2, n = 3, v1 = (1, 2)とおけば，当然

(3, 0) → (4, 2) → (5, 4) → · · ·

と無限に続く．

定理 1.3 (Conway [3], 1972). vector gameは決定不能である．

証明. vector game で Minsky 機械の入力が 1 変数の任意のプログラムをシミュレートできることを示す．

Minsky機械のプログラム P をとる．P は以下の条件を満たすとしてよい．

• 入力はR0 に入り，プログラム終了時のR1 の内容 r1 を出力値とする (カウンター機械の定義における

R0 とR1 の役割を入れ換える)．

• プログラムは 1行目から実行が開始され，0行目に到達した時点で計算を終了する．

• 自分自身にジャンプする行はない．つまり，l 行目に incRi, (m)と書かれていたら l ̸= mであり，l

行目に jnzdecRi, (m), (n)と書かれていたら l ̸= m ̸= n ̸= lである．

• P は停止するときR1 以外の全てのレジスターの内容を 0にする．

P で使用されるレジスターを RM−1 までとし，P の行数を N とする．d := M + N + 1 とおく．各

i ≥ 0 に対し，Zd の標準基底 (i 番目 (0 から数える) の成分だけが 1 で他は全て 0 というベクトル) を

ei = (0, . . . , 0,
i

1̆, 0, . . . , 0) と書く．Zd 内のベクトルを，見やすさのため，前半の M 個の成分と後半の

N + 1個の成分に分けて (x0, . . . , xM−1 | xM , . . . , xM+N )のように書く．前半のM 個の成分はレジスター

R0,R1, . . . ,RM−1 の内容を保持するために用い，後半の N + 1個は現在実行している行番号を保持するた

めに用いる．

次の条件が成り立つようにベクトルのリスト Lを構成したい．

入力 xに対し P を実行すると y を出力して停止する

⇐⇒ (x+ 1, 0, . . . , 0)から始まる vector game Lが (0, y + 1, 0, . . . , 0)で停止する．

実際には以下のように構成すればよい．

1. P の各行に対して，

• l行目が incRi, (m)だったら

ei − eM+l + eM+m = (0, . . . ,
i

1̆, . . . , 0 | 0, . . . ,
M+l

−̆1 , . . . ,
M+m

1̆ , . . . , 0)

を Lの末尾に加える．

• l行目が jnzdecRi, (m), (n)だったら

−ei − eM+l + eM+m = (0, . . . ,
i

−̆1, . . . , 0 | 0, . . . ,
M+l

−̆1 , . . . ,
M+m

1̆ , . . . , 0),

−eM+l + eM+m = (0, . . . , 0 | 0, . . . ,
M+l

−̆1 , . . . ,
M+m

1̆ , . . . , 0)

をこの順番で Lの末尾に加える．

2. 最初に行番号を 0にするために −e0 + eM = (−1, 0, . . . , 0 | 1, 0, . . . , 0)を Lの末尾に加える．
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3. 最後にプログラムを停止するために e1 − eM+N = (0, 1, 0, . . . , 0 | 0, . . . 0,−1) を L の末尾に加え

る．

例 1.4. Minsky機械のプログラム P を次のものとする．

(0) jnzdecR0, (1), (3)
(1) incR1, (2)
(2) incR1, (0)

このプログラムは入力を 2倍する関数 f(x) = 2xを計算するプログラムである．このプログラムに対応する

vector gameのリスト Lは次のようになる．

v1 =(−1, 0 | −1, 1, 0, 0)

v2 = (0, 0 | −1, 0, 0, 1)

v3 = (0, 1 | 0,−1, 1, 0)

v4 = (0, 1 | 1, 0,−1, 0)

v5 =(−1, 0 | 1, 0, 0, 0)
v6 = (0, 1 | 0, 0, 0,−1).

これを v = (2 + 1, 0 | 0, 0, 0, 0)から開始すると

(3, 0 | 0, 0, 0, 0) +v5−−→ (2, 0 | 1, 0, 0, 0) +v1−−→ (1, 0 | 0, 1, 0, 0) +v3−−→ (1, 1 | 0, 0, 1, 0)
+v4−−→ (1, 2 | 1, 0, 0, 0) +v1−−→ (0, 2 | 0, 1, 0, 0) +v3−−→ (0, 3 | 0, 0, 1, 0)
+v4−−→ (0, 4 | 1, 0, 0, 0) +v2−−→ (0, 4 | 0, 0, 0, 1) +v6−−→ (0, 5 | 0, 0, 0, 0)

で停止し，入力 2に対する P の出力値は 5− 1 = 4であるとわかる．

問題 1.5 (fraction game (rational game)).

Input: 正整数 n ∈ Z>0 と有限個の正の有理数のリスト q1, q2, . . . , qk ∈ Q>0

Question: nに対し「qin ∈ Zを満たすような最初の qi を nにかける」という操作を無限に繰り返すこと

はできるか？

系 1.6 (Conway [3], 1972). fraction gameは決定不能である．

証明. 任意の有理数 q ∈ Qは次の形に一意的に素因数分解できる:

q = 2e23e35e5 · · · (ep ∈ Z).

よって，写像 f : Zd → Q>0 を v = (x1, x2, x3, . . . ) ∈ Zd に対し f(v) := 2x13x25x3 · · · ∈ Q>0 と定めれば，

v ∈ Nd ⇐⇒ f(v) ∈ Zだから

v から始まる vector game v1, . . . , vk が停止する

⇐⇒ f(v)から始まる fraction game f(v1), . . . , f(vk)が停止する

となる．
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例 1.7. 例 1.4のベクトルのリスト Lを有理数に書き直すと，23 = 8から始まる fraction game

q1 = 2−1305−171110130 =
7

10

q2 = 20305−170110131 =
13

5

q3 = 2031507−1111130 =
33

7

q4 = 2031517011−1130 =
15

11

q5 = 2−1305170110130 =
5

2

q6 = 2031507011013−1 =
3

13

を得る．先程と同様にして 8
q5−→ 20

q1−→ · · · q6−→ 35 = 243で停止する．

余談 1.8. John H. Conway は，fraction game で Minsky 機械の計算をシミュレートできることを利用し

て，分数だけを使って計算するプログラミング言語 Fractranを作った．*2Fractranはジョーク言語ないし難

解言語の一種である．興味のある読者は Conwayの論文 [4]を参照のこと．

2 一般化 Collatz問題

Collatz予想とは，次のような数学の予想である．

予想 2.1. 自然数上の関数 T : N → Nを

T (x) :=

{
3x+ 1 if xが奇数,

x/2 if xが偶数

と定める．このとき，任意の正整数 nに対し，ある k が存在して T k(n) = T (T (· · ·T︸ ︷︷ ︸
k

(n) · · · )) = 1となるで

あろう．

この予想そのものは非常に難しく，2018年現在未解決であるが，本節ではこの予想を一般化した決定問題

を考え，その決定不能性を証明する．

具体的には次のような問題である．

問題 2.2 (一般化 Collatz問題 (generalized Collatz problem)).

Input: 正整数 m ∈ Z>0 と有理数 a0, . . . , am−1, b0, . . . , bm−1 ∈ Q であって，n ≡ r (mod m) ならば

arn+ br ∈ Zとなるようなもの
Question: 全ての正整数 n ∈ Z>0 について「n ≡ r (mod m)ならば arn+ br を改めて nとおく」という

操作を繰り返すといずれ 1に到達するか？

例 2.3. オリジナルの Collatz予想は m = 2, a0 = 1/2, b0 = 0, a1 = 3, b1 = 1の場合に相当する．(当たり

前だが，この入力に対する答えが Yesか Noかは未解決である．)

*2 Fractranという名称はプログラミング言語 Fortranのもじりらしい．
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定理 2.4 (Conway [3], 1972). 一般化 Collatz問題は決定不能である．

証明. Kurtzと Simonの論文 [2]に沿って証明する．

仮に一般化 Collatz問題が決定可能だったとすると，Minsky機械の停止問題も決定可能となってしまうこ

とを示す．任意にMinsky機械のプログラム P をとる．vector game, fraction gameの決定不能性の証明と

同様にして P に対応する有理数のリスト q1 = n1/d1, q2 = n2/d2, . . . , qk = nk/dk (ai と di は互いに素な正

整数)をとる．m := lcm(d1, d2, . . . , dk)とおく．各 r = 0, 1, . . . ,m − 1に対し，br := 0と定める．ar につ

いては次の手順に従って定める:

1. 各 i = 1, 2, . . . , k に対し，di のそれぞれの倍数 cdi < m (c = 0, 1, . . . )について，acdi
が未定義ならば

acdi
:= qi と定義する．

2. 3の羃 3c < m (c = 1, 2, . . . )について，a3c := 1/3と定義する．*3

3. 未定義のまま残った ar は全て 1とする．

このように定義すると，任意の正整数 nに対して「qin ∈ Zとなる最初の qi をかける」という操作と「n ≡ r

(mod m)ならば arn + br を改めて nとおく」という操作は同じになる．qin ∈ Zとなる qi が存在しないな

らば，それは P が停止したことを意味する．R1 の値を出力値とするという条件からこのとき n は 3 の羃

でなければならず，ar の定め方から 1に到達するまで 3で割られ続ける．したがって，一般化 Collatz問題

a0, . . . , am−1, b0, . . . , bm−1 が 1に到達するかを調べれば P の停止性がわかる．
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